Une nouvelle démonstration combinatoire des formules d'inversion de Lagrange  by Labelle, Gilbert
ADVANCES IN MATHEMATICS 42, 217-247 (1981) 
Une nouvelle d6monstration combinatoire 
des formules d’inversion de Lagrange 
GILBERT LABELLE* 
UniversitP du QuPbec li MontrPal, Montr6al, Q&bee H3C 3P8, Canada 
INTRODUCTION 
Dans le cadre du Seminaire de Combinatoire de 1’Universite du Quebec i 
Montreal (automne 79-hiver 80), Andre Joyal a jete les bases dune theorie 
combinatoire des series gineratrices exponentielles fond&e sur le concept 
d’espke de structures [4 1. Cette thtorie permet de relever au plan conceptuel 
les equations et relations algebriques entre les series generatrices par l’in- 
troduction d’operations (addition, multiplication, substitution, derivation, 
etc.) sur les esptces de structures. Parmi les toutes premieres applications 
illustrant l’effkacitl de la mtthode, Joyal a obtenu une nouvelle 
demonstration (voir [4,8] et section 3 du present texte) de la formule de 
Cayley (#-I) pour le nombre d’arborescences sur un ensemble fini de 
cardinalite n. Cette demonstration elegante est bake sur Etude des rapports 
qui existent entre les esptces de structures endojionction et vertibre (=arbre 
bipointe’). 
C’est en etendant cette demonstration et en travaillant a I’intirieur de la 
theorie des especes de structures que l’auteur a kte conduit a demontrer 
combinatoirement une version enrichie de la formule de Cayley qui s’avere 
essentiellement identique a la formule d’inversion de Lagrange. Le present 
texte gravite autour de ce theme. 
On trouvera dans la section 1 un survol rapide des versions classiques des 
theortmes de Lagrange et de Cayley. On profitera de ce chapitre pour fixer 
une terminologie ainsi que des notations. La section 2 contient les elements 
de la theorie combinatoire des especes de structures dont nous aurons besoin 
pour mener a terme notre etude. La section 3 introduit les esptces 
arborescence enrichie et endofonction enrichie. Ce sont les liens qui existent 
entre ces deux especes qui vont nous permettre, entre autres, de dbmontrer 
combinatoirement la premiere version (dite simple) de la formule de 
Lagrange. Aprbs avoir detini l’espice fort% d’arborescences enrichies nous 
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dtmontrons, dans la section 4, la deuxikme version (dite compode) de la 
formule de Lagrange. La section 5 Porte sur une esptce parente des 
prkctdentes qui est celle d’arbre enrichi. La section 6 poursuit l’ttude de ces 
esptces d’arbres en faisant intervenir un paramktre suppllmentaire, celui du 
nombre de fez&es. Finalement, nous montrons dans la section 7 comment on 
peut gkniraliser facilement les fameuses identitks d’Abe1 [ 171 en utilisant les 
haies d’arborescences enrichies. 
La lecture du prksent travail ne demande aucun prtrequis. Le lecteur 
intkresd 1 poursuivre l’ktude de la thkorie ghkrale des espltces de structures 
est invitk i prendre connaissance de [4] qui est l’article de fond sur le sujet. 
11 pourra aussi consulter [8] qui est surtout ax& sur les exemples. 
1. LES FORMULES DE LAGRANGE ET DE CAYLEY: 
TERMINOLOGIE ET NOTATIONS 
Soit IK un corps commutatif quelconque de caractiristique zCro et 
disignons par IK [ [xl] 1 ‘anneau des skies formelles en x 1 coeffkients dans IK. 
Lesf(x) E IKllxll q ui satisfont f(0) = 0 #f’(O) constituent, c’est bien connu, 
un groupe (non abllien) sous l’opkation de composition (i.e., substitution) 
des skies formelles. La formuie d’inversion de Lagrange [lo] permet d’kcrire 
explicitement l’inverse compositionnel f’-“(x) de f(x) comme suit 
(1.1) 
Plus glnlralement, pour tout E;(X) E IK [ [xl] on a le dheloppement 
F(y)(x)) = F(0) + y (1.2) 
En posant f(x) = x/R(x) et f’- l’(x) = A(x) on peut krire (1.1) et (1.2) sous 
les formes commodes 
A(x) = xR(A(x)) 
(1.4) 
Les dtveloppements (1.3) et (1.4) seront ici respectivement appelks version 
simple et version compost?e de la formule de Lagrange. 
Les dkmonstrations existantes pour ces formules utilisent les prockdis les 
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plus divers. Certaines sont essentiellement analytiques [6, 7, 10, 211 tandis 
que d’autres sont de nature plutot algebrique ou combinatoire [2, 3, 5, 9, 16, 
18-201. 
D’autre part, le risultat celtbre de Cayley [l] dit que le nombre a, 
d’arborescences (= arbres avec racine) etiquetees par les nombres entiers de 1 
a n est don& par 
Ce nombre est remplace par 
a, = nR-‘. (1.5) 
(l-6) 
lorsqu’il s’agit plutdt de forets de 1 arborescences ktiquetees. 
11 existe aussi de multiples demonstrations de ces formules et on peut en 
trouver un compte rendu detaillb dans l’excellente monographie de Moon 
[ 111. Certaines de ces demonstrations ktablissent constructivement des 
bijections entre I’ensemble des arbres etiquetes par {l,..., n} et l’ensemble des 
(n - 2)-tuples d’entiers compris entre 1 et n; par exemple les suites de Priifer 
[ 151 et les suites de Neville [ 141 realisent de telles bijections. D’autres 
preuves s’attachent plus specialement aux divers problkmes de dtnom- 
brements suggtres par le contexte; par exemple Moon [ 12, 131 considire une 
classification des arbres Btiquetes bake sur le degrb des divers sommets. 
11 existe aussi des demonstrations utilisant les series generatrices; par 
exemple celle de Polya [ 1 I] fait appel a un cas special de la formule d’in- 
version de Lagrange (version simple) en resolvant pour A l’equation A =x& 
ou A = A(x) est la serie glneratrice exponentielle 
4x)= C a,$ n>l 
dont le coefficient general a, represente le nombre d’arborescences sur n 
points. 
Entk, la demonstration combinatoire de A. Joyal (mentionnie dans l’in- 
troduction) est purement conceptuelle et posdde le caractere remarquable de 
pouvoir s’ttendre i une demonstration de la formule de Lagrange elle-msme. 
2. ELEMENTS DE LA THBORIE COMBINATOIRE 
DES ESP~CES AU SENS DE JOYAL 
La theorie combinatoire des especes de structures au sens de Joyal est a la 
fois unif’lcatrice, simplificatrice et efficace. Nous allons l’utiliser pour 
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presenter et demontrer nos resultats. Nous avons done rassemble ici, sous 
forme de resume, les notions elementaires de cette theorie qui sont 
necessaires i notre propos. 
En bref, on difinit une espdce S de structures comme &ant tout 
simplement un foncteur 
5’: Ensrinis,bij -+ Ensfinis (2.1) 
de la categoric (groupoide) des ensembles finis et bijections vers la categoric 
des ensembles finis et fonctions. Si U est un ensemble fini, on interprete S(U) 
comme Pensemble des structures despkce S sur U et si (T: Ur V est une 
bijection, on interprete (la bijection) S(o): S(U) y S(v) comme le morphisme 
de transport le long de (I des structures d’espice S sur U vers les structures 
d’espece S sur V. Par exemple, si S est l’espece graphe connexe alors S(U) 
est l’ensemble des graphes connexes dont les sommets sont les elements de U 
et si g E S(U) est un graphe connexe sur U alors S(u)(g) E S(v) est le 
graphe connexe sur V deduit de g en renommant les sommets de g a l’aide de 
la bijection u. On dit que deux especes S et T sont Pquipotentes (notation 
S - 7’) si, pour tout ensemble fini U, les ensembles S(U) et T(U) ont meme 
cardinaliti. Les especes S et T sont declarees isomorphes (notation S rr. 7’) 
s’il existe un isomorphisme naturel S z8 T entre les foncteurs S et T. 11 est 
evident que S = T=P S - T. L’implication inverse est cependant fausse en 
general. On peut le voir en considkant, par exemple, les especes L ordre 
lineaire (ou L(U) est l’ensemble des ordres totaux sur U) et S permutation 
(oti S(U) est l’ensemble des permutations sur U) qui sont equipotentes mais 
non isomorphes (voir [4, 81 pour les details). La relation d’equipotence ne 
retient que les cardinalites tandis que celle d’isomorphisme retient toutes les 
informations structurelles pertinentes. 
On reserve les notations 0, 1 et X pour designer respectivement l’espece 
vide (i.e., O(U) = 4 pour tout U), l’espice ensemble vide (i.e., l(U) = {#} si 
U = $ et 1 (U) = 4 si U f 4) et l’espece singleton (i.e., X(U) = ( U} si U est un 
singleton et X(U) = 4 sinon). L’espice ensemble est designee par E et est 
definie par E(U) = (U} pour tout ensemble lini U. L’espece ensemble de 
cardinalite A sera designee par E, (ou de facon plus suggestive, par X*/A!). 
On aura done E*(U) = (U) si ] U/ = A et E,(U) = 4 sinon. 
Introduisons maintenant une variable formelle x. La serie generatrice S(x) 
dune espice don&e S (aussi appelee cardinalite de l’espece S) est delinie 
comme la slrie formelle exponentielle (ou de Hurwitz) 
S(x)= c s”; 
n>O P-2) 
oti s, designe la cardinalite de S(n), n = (1, 2,..., n}. Remarquons que 
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(d”/u!x”) S(x)/,=, = s, et que si S et T sont deux espkces alors S - To 
S(x) = T(x). La thtorie genlrale considire aussi plusieurs operations sur les 
especes. Celles dont nous aurons besoin dans le present travail sont la 
somme T + S, le produit T - S, la composition To S = T(S) (dtfmie lorsque 
S(4) = #), la dhiuation S’ et le pointage Se. Voici comment ces operations 
sont difinies: 
Pour un ensemble fini U, 
- (T + S)(v est la reunion disjointe de T(v) et S(v); 
- (T + S)(u) est l’ensemble des quadruplets de la forme (V, , U,, t, s) oti 
U, u U, = U, U, n U, = 4, t E T(U,), s E S(U,); 
- (To S)(u) est l’ensemble des triplets de la forme (P, u, t) ou P est une 
partition de l’ensemble U (en classes non vides), u associe i chaque 
classe C de P une structure s E S(C) et oti t E T(P); 
- S’(U) est l’ensemble S( U’) avec U+ = UU {U} = successeur de V, 
- S,(U) est l’ensemble des couples (s, u) oi s E S(U) et u E U. 
Les morphismes de transport associts sont dans chaque cas tvidents. On 
demontre que toute espece S satisfait S 2: X o S N S 0 X = S(X), S, = X. S’ 
et que les operations que l’on vient de difmir ont des proprietes analogues a 
celles des series formelles: 
(T + S)(x) = T(x) + S(x), (T * S)(x) = T(x) S(x), (T 0 S)(x) = T(S(x)), 
S’(x) = -g S(x), S,(x) = x -$ S(x), E(x) = ex. 
La demitre lgalite permet l’abus de notation E 1: 8 pour designer l’espece 
ensemble. 
Nous conviendrons d’employer parfois certaines representations 
graphiques suggestives pour d&signer une structure gkkrique d’espkce 
donnle. Par exemple, une structure generique d’espece T (i.e., un r E T(U) 
quelconque oti U est un ensemble tini arbitraire) pourra 6tre representee par 
cl T 
FIGURE 1 
Une structure generique d’espbce T. S ou T . S . W,... pourra &re 
symbolisle par des figures telles que 
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ou les separations interieures 
indiquent l’ordre dans lequel sont effectues les produits consider&. Une 
structure generique d’espece To S pourra s’illustrer graphiquement par une 
figure du genre 
Oil 
FIGURE 3 
symbolise une structure d’espece T construite sur l’ensemble des structures 
d’espece S entrant en jeu dans le contexte consider& Lorsqu’il n’y aura pas 
d’ambiguitti nous utiliserons aussi les symboles - et rr. entre de telles figures. 
Considerons maintenant une espice R quelconque. A plusieurs reprises 
nous aurons a faire appel aux puissances R” de l’espece pour les valeurs L 
entieres >O. Lorsque L > 0, l’espece RA est detinie par 
Ra=R .R. . . . .R (A facteurs), (2.3) 
tandis que pour 1= 0 on pose R” = 1 (espece ensemble vide). Ecrivons les 
series generatrices de R et de Ra comme suit 
R(x)= c r$ 
n>O 
et 
R”(x) = (R(x))~ = c r,(A) $ 
n>o 
oii les coeffkients r,(n) sont des fonctions du parambtre 2. On a en 
particulier r,( 1) = r, . L’isomorphisme evident RA ’ c 2: R” * R” pour 1, P > 0 
montre que pour tout n > 0 les fonctions r”(A) satisfont l’identitt binomiale 
r,(A +P)= 5 
i=O ( 1 r ri@) r,-iCuh 
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Dans le cas particulier oti R 1: ex (i.e., l’espece ensemble) on obtient 
r,(A) =A” et l’identite (2.6) prend la forme de l’identite du binome de 
Newton habituelle. Cela nous am&e A formuler la detinition qui suit. 
DEFINITION 1. La suite de fonctions (r&I)),>, detinie par (2.5) est 
appelle la suite de type binomial associie a R. On Ccrira R F (r,(A)),>,, pour 
exprimer ce fait. 
Remarquons que l’bquation (2.5) permet aussi de defmir la notion de suite 
de type binomial associee a une serie formelle (de Hurwitz) quelconque i 
coeffkients dans un corps (commutatif) IK de caracteristique zero arbitraire. 
Le cas special oti les r,(A) sont des polyndmes a et& abondamment etudii: 
dans la litterature. Mentionnons, i titre d’information les travaux de Rota, 
Mullin et Roman [ 19,201 qui placent ces suites polynomiales de type 
binomial au centre de la thiorie alglbrique generale des operateurs liniaires 
invariants par translations (d&is sur l’espace vectoriel de tous les 
polynomes sur un corps commutatif quelconque de caracteristique zero). Le 
lecteur peut aussi consulter Labelle [9] qui les applique i l’kude de 
l’iteration continue des series formelles. 
Dans le contexte de la theorie des especes, la figure 4 
FIGURE 4 
montre que l’on a l’interprltation combinatoire interessante qui suit pour les 
structures d’espece Ra en termes de coloriages enrichis. 
Canoniquement, la don&e d’une structure d’espkce RA sur un ensemble 
fini U c’est la donnee d’un A-coloriage R-enrichi de Pensemble U, c’est-a-dire 
(i) d’une fonction (coloriage) 
f: u-1 { 1, 2, 3 )..., A} 
et 
(ii) d’une structure d’espice R sur chaque fibre (image reciproque d’un 
Clement) de la fonctionJ 
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Lorwe R k (r&>),,, alors, pour tout n > 0, on a 
r,(L) = nombre de A-coloriages R-enrichis 
d’un ensemble de cardinalite n. (2.7) 
Cette interpretation combinatoire des suites de type binomial sera d’une 
grande utilite dans la section que nous allons maintenant aborder. Cette 
section rassemble les resultats fondamentaux du present travail. 
3. ARBORESCENCES ENRICHIES ET VERSION SIMPLE 
DE LA FORMULE DE LAGRANGE 
Par definition, un arbre &iquete’ par un ensemble fini U (on dira plus 
simplement arbre sur v) est un graphe (non oriente) connexe sans cycle dont 
les sommets sont les elements de U. Une arborescence e’tiquetke par un 
ensemble fini U (on dira arborescence sur U) est un arbre sur U possedant 
une racine (i.e., un element pointe dans U). Remarquons tout de suite que 
l’on peut munir les arborescences de deux orientations naturelles a cause de 
la presence de la racine. La premiere consiste i orienter les a&es en les 
changeant en fleches qui divergent de la racine et la deuxieme considke 
l’orientation qui converge vers la racine (voir la figure 5 06 * designe la 
racine). 
FIGURE 5 
Dans le but de faciliter la presentation de nos resultats nous allons convenir 
de toujours orienter canoniquement toutes nos arborescences dans le sens de 
la convergence vers la racine. 
Avec cette convention, la preuve de Joyal du theoreme de Cayley se 
resume ainsi. Soit A l’espece arborescence et dtsignons par a, le nombre 
d’arborescences sur un ensemble fini de n elements (n > 1). En pointant 
l’espece A nous obtenons une nouvelle espece A, appelee espice vertkbre’. 
Cette terminologie est due au fait qu’une arborescence pointee possede une 
colonne vertibrale canoniquement definie par l’unique chemin joignant le 
sommet choisi n lors du pointage h la racine * de l’arborescence consideree. 
Cette colonne vertebrale est representie par le chemin pointille de la figure J. 
Le nombre de vertebres sur n points est evidemment egal i na,. 
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I^ A A A . . . A 
FIGURE J 
La figure J montre aussi que la donnee d’un verttbre est canoniquement 
equivalente a la donnle d’une suiteflnie non vide d’arborescences. On peut 
done Ccrire A . N L*(A) ou L* designe l’espece ordre total non vide. 
Considtrons maintenant l’esptce endofonction non vide designee par @*. En 
passant au graphe sagittal d’une endofonction (non vide) sur un ensemble de 
n elements, on se rend compte que la donnte d’une telle endofonction n’est 
rien d’autre qu’une famille d’arborescences (disjointes) dont les racines sont 
disposees en cycles disjoints. On a done l’isomorphisme @* 2: S*(A) oti S* 
designe l’espkce permutation non vide. Etant donne que L* - S*, on tire 
l’iquipotence A, - @*. Comme il y a n” endofonctions sur un ensemble de 
cardinalite n on en deduit que na, = n’, c’est-a-dire: a, = n”-‘. 
C’est cette demonstration que nous allons relever a un niveau 
combinatoirement equivalent a l’inversion de Lagrange. Auparavant, 
convenons de quelques autres definitions et notations. 
Soit a une arborescence sur U (convergente vers sa racine). Si v C U est la 
source dune fliche du graphe sous-jacent a a dont le but est u E U on dira 
que le sommet v est un prPdPcesseur du sommet u dans l’arborescence con- 
sider&e. 
Considirons maintenant une espbce R fix&e quelconque. Nous allons 
associer a R deux nouvelles especes 
A=A, et @=@, 
appelees respectivement 
et 
espece arborescence R-enrichie 
esptce endofonction R-enrichie. 
Voici comment ces especes sont detinies 
DEFINITION 2. Une structure d’espece A (i.e., une arborescence R- 
enrichie) sur un ensemble tini U est la donnke 
(i) dune arborescence a quelconque sur U (canoniquement 
convergente vers sa racine) 
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et 
(ii) pour chaque sommet u E U, d’une structure d’espece R sur I’en- 
semble (possiblement vide) des predecesseurs du sommet u dans l’ar- 
borescence a. 
Graphiquement, la figure 6 reprksente un exemple d’arborescence R-enrichie. 
0 A = 
FIGURE 6 
Ici 0 et * designent les elements de l’ensemble U sous-jacent; l’unique + 
&ant la racine de l’arborescence consideree. Pour chaque sommet u E U de 
cette figure, l’arc de cercle correspondant designe la structure d’espece R que 
l’on a placee sur l’ensemble F, des predecesseurs de u (remarquons que 
chaque F, est en bijection canonique avec l’ensemble des fleches dont le but 
est 24). 
Lorsque R est l’espece E (ensemble) alors une arborescence E-enrichie 
n’est rien d’autre qu’une arborescence au sens usuel; lorsque R = 1 + C 
(I’espece cycle possibtement vide) alors on peut appeler une arborescence 
(1 + C)-enrichie arborescence cyclique, etc. 
DEFINITION 3. Une structure d’espece @ (i.e., une endofonction R- 
enrichie) sur un ensemble tini U est la donnee 
(i) d’une endofonction quelconque o: CT--+ U 
et 
(ii) d’une structure quelconque d’espece R sur chaque fibre 
(possiblement vide) de l’endofonction rp. 
Graphiquement, la figure 7 represente un exemple d’endofonction R-enrichie. 
FIGURE I 
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Les fliches du schema designent le graphe sagittal de l’endofonction 9, les 
fliches pointilk representent ses cycles. A chaque sommet, l’arc de cercle 
represente la structure d’espkce R placee sur la tibre de ce sommet. 
En se reportant aux dktinitions, le lecteur remarquera que dans le cas 
particulier oii R(qi) = # l’esptce A, est necessairement triviale (i.e., vide). 
Dans tous les autres cas (Le., R(#) # 4) cette espece n’est cependant pas 
triviale. Quant i l’espkce QR, elle n’est jumais triviale; en effet, m2me dans le 
cas particulier U = 4, l’unique endofonction U + U ou U = d a toutes ses 
fibres munies d’une structure d’esptce R puisque cette endofonction 
“d6gCnCrCe” ne posdde aucune fibre. 
Nous conviendrons des notations suivantes pour les series generatrices des 
trois especes que nous venons d’introduire 




Nous sommes maintenant en mesure d’inoncer notre theoreme central. Ce 
resultat explicite les rapports structurels fondamentaux qui existent entre les 
especes R, A, et Qlp. 
TH&OR&ME A. Soient R une espdce fixbe quelconque, A = A, Pesptke 
arborescence R-enrichie et @ = QR Pespke endofonction R-enrichie. Les 
propritk% suivantes sont alors satisfaites: 
(a) L’esp&e A est caracttkis6e par l’isomorphisme nature1 
A-X- R(A). (3.4) 
(b) On a les isomorphismes naturels 
A, N L(Q) . A, (3.5) 
@ = S(Q) (3.6) 
oti L, S et Q dksignent respectivement Pespke ordre lineaire, Pesptke 
permutation et l’espke X - R’(A). 
(c) Les espices A et @ sont relikes par la relation cfbquipotence 
A.-@-A. (3.7) 
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Dkmonstrution. (a) Un simple regard sur la figure.6 montre que l’on 
peut former la figure 8 qui suit. 
L’isomorphisme nature1 (3.4) decoule alors immediatement des definition de 
l’espece X (singleton), du produit et de la composition R(A) des especes R et 
A. 
(b) Considerons maintenant une structure quelconque d’esptke A,, 
c’est-i-dire une arborescence R-enrichie et point&e (en regard du langage 
utilise plus haut on appelle une telle structure un vertkbre’ R-enrichi). En 
prenant pour exemple la figure 6 on obtient la figure 9. 
FIGURE 9 
Ici le carrt W (possiblement superpose a la racine *) represente le point 
particulier choisi lorsque la structure d’espece A a ete pointee pour former 
celle, d’espece A,, qui est maintenant considerte. La chaine de fleches poin- 
tillees reprtsente la colonne vertkbrale de A, il s’agit de l’unique chaine 
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FIGURE 11 
La figure 11 est obtenue par Gcoupage canonique de la colonne vertebrale 
contenue dans la tigure 10 (il est cependant essentiel de remarquer que les 
extrimites droites des fltches pointillies ont “perdu leur point” lors de ce 
dlcoupage). Les structures de la forme 
FIGURE 12 
apparaissant dans la figure 11 sont des structures d’espece Q = X - R’(A) (on 
s’en rend compte en remontant aux definitions des operations g&kales sur 
les espices). On a done la situation suivante (cf. figure 11): la donnt!e cfune 
structure d’espke A, est canoniquement iquivalente d la donnie d’un ordre 
Maire place’ sur des structures (disjointes) d’esptke Q suivi d’une 
arborescence R-enrichie. Nous venons done d’etablir l’isomorphisme (3.5). 
L’isomorphisme (3.6) s’obtient plus directement. En effet, en prenant pour 
exemple I’endofonction enrichie donnee par la figure 7, on obtient la 
figure 13. 
FIGURE 13 
Ce qui montre bien que la don&e d’une structure d’espdce @ est canoni- 
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quement iquivalente ci la donnt!e &fune permutation (dkcomposke en cycles) 
plactfe SW des structures (disjointes) d’espkce Q. 
(c) Etablissons finalement l’equipotence (3.7). Les especes L (ordre 
lintaire) et S (permutation) ne sont pas isomorphes mais seulement 
equipotentes: L - S. En effectuant la composition (a droite) avec l’espece Q, 
on obtient L(Q) - S(Q) et, tenant compte de (3.5) et (3.6), on trouve 
Ceci termine la demonstration du theoreme. 
Remarques. L’espece Q =X . R’(A) qui entre en jeu dans le theoreme est 
en fait isomorphe 1 l’espece contraction R-enrichie (une contraction enrichie 
etant, par definition, une endofonction enrichie ultimement constante). Pour 
le voir, il suffit de changer en boucle la fleche pointillee de la figure 12. 
La demonstration de (3.7) que l’on vient de donner peut aussi etre inter- 
pretee geomitriquement en utilisant une bijection quelconque (non 
canonique) p,: L(v) r S(V) ou V est l’ensemble des buts des fltches poin- 
tilltes dans la figure 11 (i.e., les points de la colonne vertebrale distincts du 
carre n ). Cette bijection p, permet de transporter l’ordre lineaire dont Vest 
naturellement muni sur une permutation dicomposee en cycles dans la 
figure 13. Ce transport permet d’attacher, une a une, les diverses structures 
d’espece Q apparaissant dans la figure 11 aux points correspondants dans les 
cycles de la figure 13 (en prenant soin d’appliquer leur fleche pointillee sur la 
fleche pointillee correspondante via p, dans les cycles). 
Comme premier corollaire voici une generalisation de la formule de 
Cayley permettant de denombrer les arborescences enrichies. 
COROLLAIRE 1. Soit R une esp&e quelconque et dkignons par 
(rn(Wnao la suite de @pe binomial associt!e ci R: 
Le nombre a,, darborescences R-enrichies sur n points est don& par 
a, = r,-,(n). 
Dkmonstration. Definissons d’abord une esplce auxiliaire Y = YR 
comme suit: une structure d’espece Y sur un ensemble fini U est formte 
(i) d’un point distingue quelconque w E U, 
(ii) d’une fonction quelconque I: v\(w) -+ U et 
(iii) d’une structure quelconque d’espece R sur chaque fibre 
(possiblement vide) de la fonction v. 
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Voici graphiquement (figure 14) une structure d’espkce !E 
FIGURE 14 
Ici * designe le point distingut o duquel ne sort aucune fleche du graphe 
sagittal de IJ. Dans cette figure, dlsignons par V l’ensemble forme du point 
distingue w  ainsi que de tous les points (possiblement aucun) qui sont Bven- 
tuellement envoy& sur w  par les iterees de w. Les filches de w  joignant les 
points de V munissent, de facon naturelle, l’ensemble I’ dune structure 
d’espece A puisqu’il ne peut y avoir de cycles dans V. Posons W = WV. Les 
fleches de IJ portees par les points de l’ensemble W munissent alors ce 
demier d’une structure d’espece @. On a done l’isomorphisme 
!P=@.A. (3.10) 
Comparant (3.10) avec l’equipotence A.- @ . A contenue dans le theoreme 
on obtient 
A,- Y. (3.11) 
Dans le contexte des series glneratrices, cette equipotence prend la forme 
A,(x) = c nuns= c y& = Y(x). 
n>1 * n>l 
(3.12) 
Pour trouver la valeur de a, il suffit done de calculer I+Y”. Prenons 1 U( = n. 
La definition de l’espece Y et l’interpretation combinatoire (2.7) pour les 
r,(A) montrent que pour construire une structure de cette espece sur U on a 
I 
0 n choix pour le point de base o 
0 rn- i(n) choix pour la fonction w: v\{o} --+ U 
a fibres structurees par R. 
On en deduit done que no, = v,, = nr,- r(n), ce qui montre que a,, = r,-,(n). 
Remarquons que la version classique a, = n”-’ de la formule de Cayley 
pour les arborescences ordinaires correspond au choix R = E oti E est 
601/42/S2 
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l’espece ensemble (i.e., E(x) = eX). La demonstration donnee correspond dans 
ce cas particulier (a quelques modifications pres) a celle de Joyal. 
La formule d’inversion de Lagrange, version simple, fait l’objet de notre 
prochain corollaire. Nous allons voir qu’elle est en fait combinatoirement 
equivalente a la version generalisee de la formule de Cayley pour les 
arborescences enrichies (3.9) que nous venons de dlmontrer. 
COROLLAIRE 2 (Formule de Lagrange, version simple). Soit IK un corps 
(commutatif) quelconque de caracth-istique z&-o et supposons que 
A (x) E IK [ [x] ] satisfait l’e’quation implicite 
A (x) = XR (A (x)) (3.13) 
06 R(x)E lK[[x]] t es une se’rie formelle don&e. Alors A(x) posst?de le 
dheloppement explicite 
A(x) = 1’ d”-’ (R(t))” . ;. 
“T, dt”-’ ,zo n. 
(3.14) 
DPmonstration. Considirons d’abord le cas oti les coefficients r, de R(x) 
sont des entiers 20 (i.e., des elements de IK de la forme k . 1 = 1 + 
If a-- + 1 avec k E n\l). On peut done considerer R comme une esptce de 
structures. Par simple passage aux series genlratrices, l’isomorphisme 
A N X - (R 0 A) du theoreme s’tcrit sous la forme (3.13). Etant donne que 
(R(t))” = c rk(n) tk/k!, (3.15) 
k>O 
la formule (3.14) decoule alors immediatement de (3.9), (3.15) et de l’unicite 
de la solution a (3.13) en remarquant que 
r,-,(n)= “:I (R(t))” 
dt” t=o 
(3.16) 
Pour etablir la formule (3.14) dans le cas general ou R(x) E lK[ [xl] (i.e., 
lorsque les coefficients r, sont des elements quelconques du corps IK), il sufftt 
de remarquer d’abord que, pour chaque n > 0 fix&, le coefficient de x”/n! 
dans le membre de droite de cette formule est un polyri6me en ro, r, ,..., r, et 
d’invoquer ensuite le principe bien connu du prolongement des identites 
algebriques. 
Voici maintenant un corollaire traitant du rapport existant entre 
l’lnumlration des endofonctions enrichies et celle des arborescences 
enrichies. 
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COROLLAIRE 3. DPsignons par Q,, (resp. a,,) le nombre d’endofonctions 
(resp. d’arborescences) R-enrichies sur un ensemble de cardinalittt n. On a 
alors 
9, = r,(n) (3.17) 




ci*) I=1 1 
a#,,49 (pO= l,a,=rO. 
On peut aussi tkrire 
(3.18) 
(3.19) 
Dkmonstration. La formule (3.17) dicoule directement de la definition de 
l’espece @ et de l’interprbtation combinatoire de R k (r,(J)),,>, donnte en 
(2.7). Un passage aux series gtntratrices darts les deux membres de la 
relation g&r&ale A, -A e @ (btablie dans le theoreme A) permet d’ecrire 
(3.20) 
On obtient (3.18) par tdentifkation du terme g6niral des deux membres de 
cette Cgaliti. L’equation (3.19) s’etablit en resolvant (pour A(x)) l’tquation 
differentielle formelle 
xA’(x) = A(x) . ‘S(x). (3.21) 
avec la “condition initiale” A(0) = 0, A’(0) = r, . 
Remarque. Dans le langage des suites de type binomial, la relation 
(3.18) prend la forme 
nr,-,(n) = :I (7 ) ripI r,-i(n -i), n 2 1. (3.22) 
Cette identitl, qui n’etait nullement evidente a priori, est en consequence 
valable pour toute suite (r,(A)),>0 de type binomial sur un corps commutatif 
quelconque IK de caracteristique zero. Le choix special R(x) = ex correspond 
a I’identite interessante 
n” = C 
( 1 
1 ii- ‘j’, n> 1. i+i=n
(3.23) 
ijl 
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Non combinatoirement parlant, cette identite peut aussi Ctre deduite 
formellement de l’identite bien connue [ 171 d’Abe1: 
(u + u + n)” = 1 u * (u + i)‘-‘(u +j)‘, n > 0. (3.24) 
i+j=n 
11 sufit pour cela de poser u = 0, d’effectuer la division [(u + n)” - n”]/u et 
d’haluer le quotient obtenu en u = 0. 
L’identite d’Abe1 (3.24) posdde elle-meme une version enrichie que nous 
allons demontrer (section 7) en utilisant, encore une fois, une argumentation 
combinatoire. Pour le moment, nous devons poursuivre notre exploration des 
formules de Lagrange en introduisant la notion de for& d’arborescences 
enrichies. 
4. FOR~TS D'ARBORESCENCES ENR~CHIES ET VERSION 
COMPOSBE DE LA FORMULE DE LAGRANGE 
Soit A > 1 un entier tixe. En substituant l’espece A = A, (arborescence R- 
enrichie) dans l’espece E, = Xa/A! (ensemble de cardinalhe A) on obtient 
l’espece AA/A!. C’est l’espece for& de ,I arborescences R-enrichies. Une 
structure de cette espece sur un ensemble fini U consiste done en une 
partition de U en ,I classes (non vides) sur chacune desquelles est plade une 
arborescence R-enrichie. Ecrivons la serie generatrice de AA/J! sous la forme 
(AA/A!)(x) = (A(x))‘/lE! = z aI;“’ s, 
n>a 
(4.1) 
Avec ces notations, la formule de Cayley pour les for&s d’arborescences se 
genlralise de la facon suivante. 
COROLLAIRE 4. Soit R une espdce quelconque et designons par 
(r,(A)),>O la suite de type binomial associee a R: 
R k (rn(~)Ll. (4.2) 
Le nombre a(” de for&s de ,I arborescences R-enrichies sur n points est n 
donne par 
a!?’ =L n r,-,(n), 
( 1 n /1 
n 21. (4.3 ) 
Demonstration. Dtfinissons pour chaque ,I > 1 une esptce auxiliaire 
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PA’ = !RtA’ comme suit: une structure d’espece PA) sur un ensemble tini U R 
est formee 
(i) d’une partie quelconque A c U de cardinalite A, 
(ii) d’un point distingue quelconque o E A, 
(iii) d’une fonction quelconque I,K &4 + U et 
(iv) d’une structure quelconque d’espece R sur chaque tibre 
(possiblement vide) de la fonction ty. 
Graphiquement, la figure 15 represente une structure d’espice 9”. 
FIGURE 15 
Ici les W disignent les elements de la partie A et le •j dtsigne le point 
distingue w  de A. En fait, l’espece !#“*I constitue une gineralisation de 
l’espece !R introduite plus haut car en prenant I = 1 on obtient lu’ ii N Y. 
Nous allons d’abord montrer que 
[AA/l!], - !Pl. (4.4) 
Pour ce faire, pointons une forct de Iz arborescences R-enrichies. Pointer une 
telle for&t revient a pointer l’une de ses arborescences (R-enrichies). 
Reprlsentons par un [9 ce point special; on a generiquement la figure 
suivante. 
FIGURE 16 
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L’une des arborescences de la foret est done devenue un vertebre (R-enrichi). 
Remplacons ce vertibrl par un couple forme d’une endofonction Q (R- 
enrichie) et d’une arborescence a (ceci peut se faire bijectivement a cause de 
(3.7) du theoreme A). Nous obtenons la figure 17. 
FIGURE 17 
Cette derniere structure est isomorphe a la structure generique d’espece PA’ 
comme le montre la figure (15). En effet, cette figure explicite justement I’ar- 
borescence a (qui s’identifie i I’arborescence dont la racine est ISJ ainsi que 
l’endofonction rp (qui s’identifie aux ex-cycles qui entrent en jeu). Dans le 
contexte des series generatrices, l’equipotence (4.4) prend la forme 
Pour trouver la valeur de u);“’ il suffrt done de trouver wl;“‘. Pour construire 
une structure d’espece !?“I sur U (oii 1 U/ = n) on a 
1 
0 (i) choix pour la partie /i c U de cardinalite ,I 
0 ,I choix pour le point distingut o E/i 
0 r,-,(n) choix pour la fonction w: &4 --+ U 
dont les tibres sont structurees par R. 
On en conclut done que nal’ = vi” = (;) k,-,(n); d’ou (4.3). 
La formule d’inversion de Lagrange, version composke, est en fait 
combinatoirement equivalente a la version gtntraliste de la formule de 
Cayley pour les for&s de A arborescences enrichies que nous venons 
d’btablir. 
COROLLAIRE 5 (Formule de Lagrange, version cornpoke). Soit IK un 
corps (commutatif) de caract&istique z&o et supposons que A(x) E lK[ [xl] 
satisfait rbquation implicite 
A (x) = XR (A(x)) (4.6) 
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oti R(x) E IK [ [xl] est une s&e formelle donnt!e. Alors pour tout F(x) E 
IK [ [xl] on a le dPveloppement explicite 
F@(x)) = F(O) + n$l -&t F’(t)(R(t))” <. 
t=O n. (4.7) 
Dkmonstration. Pour les memes raisons que celles qui ont Cte invoquees 
darts la demonstration de la version simple de la formule de Lagrange 
(corollaire 2), il suffit de ne considber que le cas ou les coeffkients de F et 
de R sont des entiers 20 (i.e., quand F et R sont identitiables a des especes). 
De plus, la liniarite (en 8’) de l’expression (4.7) montre que pour demontrer 
cette dernitre il suffrt de ne considerer que les cas ou F est l’espece X*/d!, 
A = 0, 1, 2 )... . Le cas 1= 0 donne trivialement le terme constant dans (4.7). 
Lorsque A > 0, l’espece F(A) = AA/J! est l’espece for& de A arborescences R- 
enrichies. La formule (4.7) s’obtient alors de (4.3) en remarquant que Son a, 
avec ce choix pour F, 
A n 
n ( 1) r”-,(n) = gl ($)’ tw))” 1 - ,. 
t=o 
=~F’(WW))” / . 
(4-g) 
t=o 
Remarque. Lorsque F et R sent des espltces de structures, la donnee 
dune structure d’espke F(A) = F o A sur un ensemble fini U est la don&e 
dune for&t, sur U, d’arborescences (R-enrichies) doublie de la donnee d’une 
structure d’espece F sur l’ensemble des arborescences de cette foret. La 
version composle (4.7) de la formule de Lagrange apparait done comme une 
methode permettant d’enumerer les for&s enrichies qui sont structurees de 
cette facon. Dans le cas particulier ou F = 8, l’espece F(A) = 8 est l’espkce 
fort% d’arborescences R-enrichies; le cas od F = C (cycle) conduit a l’espice 
haie circulaire d’arborescences R-enrichies, etc. 
5. ARBRES ENRICHIS 
L’espkce arbre R-enrichi, designee par &’ = JR, est intimement reliee a 
celle d’arborescence R-enrichie. Nous la detinissons comme suit. 
D&FINITION 4. Une structure d’espece d (i.e., un arbre R-enrichi) sur 
un ensemble fini U est la donnee 
(i) d’un arbre a quelconque sur U 
et 
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(ii) pour chaque sommet u E U d’une structure quelconque d’espece R 
sur l’ensemble de toutes les a&es incidentes a u dans l’arbre a. 
Voici graphiquement (figure 18) un arbre R-enrichi. 
FIGURE 18 
Les circonfkrences designent les diverses structures d’espece R associees aux 
sommets de l’arbre. 
Lorsque R = E (l’espece ensemble) alors un arbre E-enrichi est simplement 
un arbre au sens classique du terme. Lorsque R = 1 + C (l’espece cycle 
possiblement vide) alors un arbre (1 + C)-enrichi peut aussi etre appeli arbre 
cyclique (ou planaire [8]), etc. 
La serie generatrice associee a S’ = L&R sera designee par 
(5.1) 
Voici un thtoreme structure1 decrivant plus a fond la nature combinatoire de 
l’espece arbre R-enrichi. 
THBOR~ME B. Soit R une esp&e fix&e quelconque et ..d = sY~ l’espPce 
arbre R-enrichi. Les propriktds suivantes sont alors satisfaites: 
(a) I’espdce d est caracte’risPe par les isomorphismes naturels 
~-de cz X - R(B) 06 B N X . R’(B) (5.2) 
est PespPce arborescence R’-enrichie. 
(b) Les esptces d et B sont relit!es par Pisomorphisme nature1 
X2 . d”” N [B*/2!],. (5.3) 
Dimonstration. (a) Pointons l’arbre R-enrichi decrit gtntriquement par 
la figure 18 A l’aide d’une racine (k). Orientons ensuite canoniquement le 
graphe obtenu en faisant converger les fliches vers la racine. On obtient 
alors les figures 19 et 20. 
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FIGURE 19 
FIGURE 20 
Ceci montre que &. N X. R(B) oti B est I’espkce gknkriquement d&rite par 
cl B = 
,’ 
FIGURE 21 
Or, A cause de la dlfinition gbnkrale de l’espkce d&iv&e R’, on a 
l’isomorphisme 
FIGURE 22 
Ceci permet de conclure que B est l’espke arborescence R’-enrichie, i.e., 
B =X. R’(B). 
(b) L’isomorphisme (5.3) peut kre dCmontrC de deux fagons. La 
premikre dkmonstration est totalement formelle. Elle consiste en une 
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application de l’optrateur de derivation aux deux membres de d’ N X - R(B) 
suivie d’une multiplication par X. Ceci donne 
d’ou l’on tire par “soustraction” 
X2 . .d” 2: B . B, N [B*/2!],. 
La seconde demonstration est moins algebrique. Elle est en fait purement 
conceptuelle. Pour la decrire remarquons d’abord que la donnee d’une 
structure d’espece X2 . .d” sur un ensemble fini U c’est la don&e d’une 
structure d’espece .w’ qui est “bipointee” par un couple ordonne (u, U) de 
points distincts de U. Ce bipointage fournit une colonne vertebrale non- 
d&gk&Pe et on a graphiquement 
, 
FIGURE 23 
En decoupant, en son milieu, le segment pointille incident au sommet u on 
obtient successivement les figures 24 et 25. 
FIGURE 24 
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FIGURE 25 
Ce dernier diagramme explicite justement une structure generique d’espece 
for& pointt!e d deux arborescences R’-enrichies, i.e., l’espece [B’/2!],. Ceci 
termine la demonstration du theorime. 
Le rbultat classique de Cayley qui dit que le nombre d’arbres ltiquetes 
par les entiers de 1 a n est donnd par n”-’ se generalise, dans notre contexte, 
comme suit. 
COROLLAIRE 6. Soit R une esptke quelconque et disignons par 
(P”W”>O la suite de type binomial associee d l’esplce dkrivke R’ : 
R’ t (P”W,>cl. (5.4) 
Le nombre a,, sarbres R-enrichis sur n points est don&par 
a, = r, si n=l 
= pn-2(n) si n>l. 
(5.5) 
Dimonstration. L’espece [B*/2!] entrant en jeu dans l’isomorphisme 
(5.3) du theortme B est l’espkce for& de 2 arborescences R’-enrichies. On a 
done, a cause de (4.3), un total de 2( :)p,,-,(n)/n telles for&s sur un 
ensemble de cardinalitt n > 2. L’isomorphisme X2 - &‘” ‘v [B*/2!], permet 
alors d’ecrire 
n’2 n(n - 1) a, $ = x*~"(x) = x $ [B*(x)/~!] 
= z2 2 ( T+k2@O$- 
On obtient done a,, = p,-2(n) pour n > 2. Le cas n = 1 donne a1 = r,, comme 
on le verifie directement. 
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6. FEUILLES ET SUITES DE TYPE BINOMIAL 
Tournons-nous maintenant vers le concept de feuille. Lorsque 1 UI = n > 1, 
une feuille d’un arbre enrichi (ou d’une arborescence enrichie) sur U c’est, 
par definition, un sommet de degre un du graphe sous-jacent (on exclut la 
racine dans le cas d’une arborescence). Lorsque 1 UI = n = 1, le point unique 
de l’arbre ou de l’arborescence sera (pour des raisons techniques) exception- 
nellement toujours consider+ comme une feuille. 
Les problemes d’enumeration, d’esperance mathematique et de calcul de 
moments relatifs aux feuilles des arbres et des arborescences enrichis sont 
intimement relies aux suites de type binomial. Avant de les aborder, nous 
allons approfondir un peu plus le concept de suite de type binomial associee 
a une espece donnee. 
DEFINITION 5. Soit R une espece quelconque. L’espece R* definie par 
R*(U) = 4 si U=d 
=R(q si U## 
(6.1) 
est appelee l’espece normalis& associee a R. On Ccrira R * F (r,*(A)),,,. On 
notera que l’espece R * “oublie” les structures d’espece R sur l’ensemble vide. 
Effectuant un passage aux series generatrices on a 






c . i=O l 
$‘(R*(x))‘. 
En identifiant maintenant le coefficient de x”/n! dans ces expressions on 
obtient les formules suivantes qui relient les suites (r,(k)),,, et (rz(A))n>o 
k=O 
rirX(IE - k) 
tfir,*(i). 
I1 est important de remarquer que, contrairement a (6.4), la borne superieure 
dans la sommation (6.5) est indkpendante de la variable A puisque r,*(i) = 0 
lorsque i > n. Comme les nombres r:(i) sont eux aussi independants de ;1 on 
en deduit que dans le cas particulier ou l’espece R satisfait R(0) = r0 = 1, 
alors la suite (r,(A))nao est une suite de polyno^mes en ;1 (et deg r,(A) & n 
pour n = 0, 1, 2,...). Ce sont les suites polynomiales de type binomial 
FORMULES D'INVERSION DE LAGRANGE 243 
mentionnees dans la section 2. Les notations introduites dans la definition 5 
nous permettent d’enoncer notre prochain corollaire. 
COROLLAIRE I. Soit R une espdce quelconque, designons par R * et R’ * 
les especes normalisees associees d R et R ’ et posons 
(6.6) 
Soit U un ensemble quelconque de cardinalite n > 1. Alors 
(a) Le nombre a,,k d’arborescences R-enrichies sur Upossedant exac- 
tement k(<n) feuilles est don& par 
a n,k r$- l (n - k). 
Lorsqu’il s’agit plut& d’arbres R-enrichis sur U ce nombre est 
O1,,k = si n>l, 
= r0 si n = 1 et k = 1, (6.9) 
=o si n = 1 et k = 0. (6.10) 
(b) L’esperance mathematique m, du nombre de feuilles dune 
arborescence aleatoire R-enrichie sur U est don&e par 
m,=r,n r,-dn - 1) 
r,-,(n) ’ 
(6.11) 






si n>l, (6.12) 
= 1 si n=l. (6.13) 
Demonstration. (a) Un point u E U est une feuille d’arborescence R- 
enrichie si l’ensemble des flkches qui aboutissent a u est vide. Pour chaque 
feuille il y a r,, structures possibles, d’espice R, sur cet ensemble “vide” de 
fltches. Le nombre d’arborescences R-enrichies sur U possidant k feuilles est 
done de la forme ~,,~4 ou c,,~ est une constante indlpendante de r,,. Faisant 
varier k de 0 i n on en diduit que le nombre total r,-,(n) d’arborescences R- 
enrichies sur U est un polynome en r0 de degre <n. Pour identifier ce 
244 GILBERT LABELLE 
polynome il sufftt de remarquer que la formule (6.4) exprimant les r,(A) en 
termes des r,*(A - k) prend, dans notre contexte (i.e., lorsque n est remplad 
par n - 1 et que 1 est remplace par n) la forme 
= F-X- ,(n - k). 
(6.14) 
D’ou !a formule (6.7). Notons que dans le cas dtglntre n = 1, la formule 
(6.7) d onne a,,, = ro. Ceci est conforme a notre convention qui considere 
exceptionnellement comme une feuille le point unique d’une arborescence i 
un point. Dans le cas des arbres R-enrichis, les formules (6.9) et (6.10) sont 
immidiates. Pour etablir (6.8) on procede de facon analogue au cas des 
arborescences en prenant cependant soin de remplacer I,(A) par p,(A) (noter 
que dans ce cas, r, est remplace par rr). 
(b) Le nombre total de feuilles rencontrees lorsque l’on dresse la liste 
complete de toutes les arborescences R-enrichies sur U est donne par 
f7 ka, k = 
k:O ’ 
+ kc,,,‘-; = r. g r,-,(n). 
k:O 0 
Puisque ro(d/tJro) RA(x) = roARa-‘( on peut Ccrire la formule 
r. $ r,(A) = r,Ar,(A - 1). 
0 
(6.15) 
Pour determiner l’esperance m, cherchee il s&it done, en regard de (6.15), 
de remplacer n par IZ - 1 et A par n dans (6.16) et de diviser ensuite le 
resultat obtenu par r,-,(n) (nombre total des arborescences R-enrichies). 
Dans le cas des arbres R-enrichis, l’esplrance pn s’obtient de fa9on semblable 
en utilisant cette fois R’ et l’operateur differentiel rl(3/&,). 
Remarque. Plus gtneralement, en faisant appel aux operateurs r@Y/ar~) 
dans la preuve que nous venons de donner, le lecteur verifiera que pour tout 
v > 1, le moment factoriel rn!,“’ d’ordre v de la variable aliatoire “nombre de 
feuilles d’une arborescence R-enrichie, sur n points, prise au hasard” est 
donne. par 
m(u) = To 
” o . n(n - 1) . . . (n - v + 1) . rn;~(:(~)v) . (6.17) 
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Dans le cas des arbres R-enrichis, le moment factoriel p!,“’ correspondant est 
&I (u) = ‘f; .n(n--l)...(n-v+l). Py”(-)V). (6.18) 
n 2 













Ces deux derniers rtsultats sont bien cormus, voir par exemple Moon Ill]. 
7. HAIES D'ARBORESCENCES ENRICHIES 
ETIDENTITiS D'ABEL ENRKHIES 
L’identite d’Abe1 
(u+u+n)“= 2 (‘i’)u. (u+p(o-.# 
i+j=n 
rencontrie dans la section 3 posskde, elle aussi, une version enrichie que nous 
allons obtenir a l’aide des proprietes de deux nouvelles esptces: A* = (A,# 
et At”’ = (AR)‘“]. En regard de la definition du produit des especes, AA 
s’identifie canoniquement i l’espece haie de 1 arborescences R-enrichies (i.e., 
1 arborescences mises bout-i-bout). L’espece A”] est, quant i elle, detinie i 
partir de Aa en pointant la demibre arborescence de la haie. 
COROLLAIRE 8 (Identite d’Abe1 enrichie). Pour toute suite de type 
binomial (r,,(ll)),>, sur un corps commutatif IK de caractt%stique r&o on a 
la formule 
- rj(u tj), n > 0. (7.2) 
Dkmonstration. 11 suffit de ne considlrer que les cas oti u, v E N et R t- 
(rnW),>o oti R est une espece de structures arbitraire. Un calcul direct base 
sur (4.3) montre qu’au niveau des series generatrices on peut ecrire 
rl(u t i) 
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oli A(x) = AR(x). On a de plus 
A[“‘(X) =x” * z] Tj(U +j) f ; (7.4) 
I>0 
puisque WI’“‘(X) = (A’),(x) = x . (d/dx) A “(x). L’identite d’Abe1 enrichie 
apparait done comme la version enumerative de l’isomorphisme 
qui signifie simplement qu’une haie de u + u arborescences dont la derniere 
arborescence est pointee est une haie de u arborescences suivie dune haie de 
v arborescences dont la derniere arborescence est pointte. 
Remarque. 11 existe une version parente [ 171 de l’identite d’Abe1 qui est 
tout i fait symltrique en u et 0: 
(u+v)(u+v+n)“-‘= F‘ 
i+Tn ( 1 
‘i’ u * (u + i)‘-‘v . (v +j)j-‘9 Fl>O 
(7.6) 
En termes de haies enrichies on a la formule plus generale 
rn(z4 + u + n) - n 
(‘+‘)’ (u+v+n) =i+;,, i ” ( 1 





qui, en regard de (7.3) exprime tnumerativement l’isomorphisme 
A “t”-AU .A” (7-g) 
qui signifie qu’une haie de u + v arborescences est une haie de u 
arborescences suivie d’une haie de v arborescences. Notons aussi que (7.7) 
montre que pour toute suite de type binomial (r,(L)),,,, la suite 
(7.9) 
est aussi une suite de type binomial. A l’aide d’approches totalement 
differentes de celle que nous venons de donner, ce fait a deja bte remarque 
dans [ 191 et [9] pour le cas special ou les r,,(k) sont des polynomes. 
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